10. cviceni - teorie

Baze, dimenze a LN
Definice. Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad K a m € Nyjuy,...,uy, € V, A1,..., Ay € K, pak vektor
AL w4 Al

nazyvame linearni kombinace vektort uy,...,u,,. Pokud jsou vSechna \; rovna nule, pak jde o triv-
ialni linearni kombinaci, v opa¢ném piipadé o netriviadlni linedrni kombinaci. Linearni kombinaci
prazdné mnoziny vektort rozumime nulovy vektor.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor, m € Na uj,...,u, € V. Rekneme, ze vektory ui, ..., Um
jsou linearné zavislé, pokud existuje jejich netrivialni linearni kombinace, jez je rovna nulovému vektoru.
Pokud vektory uq, ..., u, nejsou linedrné zavislé, pak fikdme, Ze jsou linearné nezavislé. Rekneme, Ze
mnozina M C V je linearné nezavisla, jestlize libovolna m-tice po dvou rtiznych vektort z M je linedrné
nezavisla.

Poznamka. Nékdy se pouzivid: LN = line4drné nezavisla.

Definice. Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad K, m € N a uy,...,u, € V, pak linearni obal vektori
ULy -y U J€

ling{u1,...,um} = {v € V: v je linearni kombinaci vektori uy, ..., unm}.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a B C V. Rekneme, ze B je baze prostoru V, jestlize
mnozina B je linearné nezavisla a V' = ling (B).

Poznamka. Pokud ling(B) = V, tak fikime, Ze B generuje prostor V. Plati tedy, Ze pokud je B LN a
generuje V, tak je bazi prostoru V.

Véta 10.1.
(i) Kazdou linearné nezéavislou podmnozinu vektorového prostoru lze doplnit na bazi tohoto prostoru.
(ii) Kazdy vektorovy prostor ma bézi. Pocet prvki baze je urcen jednoznaéné.

Definice. Pocet prvkia baze budeme nazyvat dimenze prostoru V. Dimenzi V' zna¢ime dim V. Necht
V' je vektorovy prostor nad K. Je-li dimV < oo, fekneme, Ze V je koneénédimenzionalni. Je-li
dim V = 400, mluvime o nekoneénédimenzionilnim vektorovém prostoru.

Linearni zobrazeni, jadro a obraz

Definice. Necht U,V jsou vektorové prostory nad K. Pak zobrazeni L: U — V je linearni, pokud
o Yuj,ug € U: L(uy + u2) = L(u1) + L(ug)
e Vac KVueU: L(a-u) =a- L(u).

Vé&ta 10.3. Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht je linearni zobrazeni. Potom
plati:

(i) Ker L je vektorovy podprostor U.
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(ii) Im L je vektorovy podprostor V.
(iii) dimU = dim Ker L 4 dim Im L.
Véta 5.18 z 2. semestru. Zobrazeni f: R” — R" je linearni pravé tehdy, kdyz existuje A € M(n x n)
takova, Ze
Vu e R": f(u) = Au.

Determinant

Definice. Necht A je matice typu nxn s realnymi prvky. Matici A;; rozumime matici typu (n—1) x (n—1),
ktera vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Definice. Necht A = (aij)i=1,..n j=1,..n. Pak determinant matice A definujeme takto:

=1
det A = ann, _ n
S (1) a; det Ay, no> 1

Pro det A budeme téz pouzivat symbol

a1l a2 ... Qinp
asr a2 ... Q2p
an1 QQp2 ... Qpn

Véta 5.8 z 2. semestru. Necht A € M(n x n).
(i) Necht matice A" vznikne z A vyménénim dvou radkii mezi sebou. Pak det A’ = —1det A.

(ii) Necht matice A" vznikne z A tak, ze v A jeden fadek vynasobime realnym ¢islem A, pak plati
det A" = Ndet A.

(iii) Necht matice A" vznikne z A tak, Ze A-nasobek jednoho fadku pfi¢tu k jinému fadku (tj. provedeme
tieti radkovou elementéarni tupravu), pak det A" = det A.

Véta 5.9 z 2. semestru. Pro A € M(n xn),j € {1,...,n} plati
n . .
det A = Z(—l)lﬂaij det AU
i=1

Véta 5.10 z 2. semestru. Je-li A € M(n x n) je horni (resp. dolni) trojihelnikova matice, pak

det A=ai1 a9 ann.

Kvadratickid forma a definitnost

Definice. Pokud pro A € M(n x n) plati A = AT pak je A symetricka.
Je-li A € M(n x n) symetricka, pak ¢: R” — R dana predpisem o(u) = u’ Au je kvadraticka forma
reprezentovand matici A.

Véta 10.4. Necht A = (aij)i=1,... n,j=1,...,n je diagonalni. Pak plati:
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e A je pozitivné definitni, pravé kdyz a; > 0 pro kazdé i =1,... n,

e A je negativné definitni, pravé kdyz a;; < 0 pro kazdé i =1,...,n,

e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz a; > 0 pro kazdé i = 1,...,n,

e A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a; < 0 pro kazdé i =1,...,n,

e A je indefinitni, pravé kdyz existuji 4,5 € {1,...,n} takova, ze a;; > 0,a;; < 0.

Definice. Symetrickd tprava matice A € M(n x n) = uprava aplikovana na fadky A a nasledné
tataz uprava aplikovana na sloupce A. Symetricka transformace matice A = kone¢né posloupnost
symetrickych tprav.

Lemma 10.7.
(i) Je-li A € M(n x n) symetricka a C € M(n x n), pak CACT je opét symetricka.
(ii) Symetricka transformace zachovava symetrii matice.

Véta 10.9. Necht A € M (nxn) je symetrickd matice a necht B € M (nxn) vznikne z A pomoci symetrické
transformace. Pak matice A je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, pozitivné semidefinitni,
negativné semidefinitni, indefinitn{), pravé kdyz B je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, . . . ).

Vé&ta 10.10. Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak ji lze symetrickou transformaci pfevést na
diagonalni matici.

Véta 10.11 (Sylvestrovo kritérium). Necht A = (aij)i=1,... n,j=1,..n je symetrickd matice. Pak matice A
je

e pozitivné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1,...,n} plati
a1 ... a1k
> 0;
a1 .. Gk
e negativné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1,...,n} plati
ail ... a1k
(=% | >0
a1 ... Qg
e pozitivné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici prirozenych ¢isel 1 < iy < -+ < i < n,k €
{1,...,n} plati
Qiyiy - Gigiy,
> 0;
Qigiy - Gigig
e negativné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici prirozenych ¢&isel 1 < iy < -+ < i < n, k €
{1,...,n} plati
@iyiy - Gigiy
(-1 > 0;
Qigiy - Gigig
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Vlastni ¢isla a vektory

Definice. Necht A € M(n xn). Rekneme, 7e A € C je vlastni &islo matice A, jestlize existuje nenulovy
vektor z € C" takovy, ze Ax = Az. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem matice A pfislusnym
k vlastnimu ¢&islu .

Véta 10.12. Necht A € M(n x n).
(i) Prvek A € C je vlastnim ¢islem matice A, pravé kdyz det(A — A) = 0.
(ii) Matice A mé nejvySe n ruznych vlastnich ¢isel.

Definice. Necht A € M(n xn). Funkce A — det(AI — A) se nazyva charakteristicky polynom matice
A. Vzhledem k tvrzeni (i) pFedchozi véty definujeme nasobnost vlastniho ¢&isla matice jako nasobnost
tohoto ¢isla jakozto kofene charakteristického polynomu.

Véta 10.13. Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak jsou jeji vlastni ¢isla realna.
Véta 10.15. Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:
e A je pozitivné definitni, pravé kdyz jsou v8echna jeji vlastni ¢isla kladné,

e A je negativné definitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla zaporné,

A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nezaporna,

A je negativné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nekladna,

A je indefinitni, pravé kdyz ma kladné vlastni &islo i zaporné vlastni ¢islo.
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